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베이지안 이론을 기반으로 한 수학과 교수-학습과정      

설계 및 구현
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Based on Bayesian Theory
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요약

오늘날, 수학교육 학습은 컴퓨터 교육공학보다는 수학 교수-학습설계에 의해 보다 직접적으로 학습능
률과 효과영향을 받기 때문에 교수전략에 대한 심도있는 연구가 이루어지고 있다. 따라서, 본 논문에
서는 학습자의 능력에 알맞은 학습문제가 동적으로 제시되는 DCAI를 이용하여, 학습 단계의 진단평가
에 베이지안-이론을 적용한 새로운 문항분석법을 제안하여, 제안 방법에 따라 학습자를 학습능력별로 
구분하여 학습환경을 구분함으로써 개인차를 고려한 교수-학습 전략시스템을 구현하는데 본 논문의 
목적을 두고, 이를 설계·구현하였다.

 핵심어: DCAI, 문항분석법, 베이지안이론, 교수-학습전략, 학습자수준

Abstract

As modern society is highly becoming more privy to a lot of information, a great deal of CAI programs 
are being introduced in education and so much effort is being concentrated to develop effective ways to 
utilize them. It is said that the education through CAI (Computer Assisted Instruction) can make it possible 
to interact not only between the user and computer, but also between computer and another computer by 
using different advantages compared with other things such as TV, slide, and so forth in educational 
technology. Various ways have been discussed to apply these programs for individualized instruction 
considering the learner’s preparation and learning speed. In this paper, learning content appropriate to the 
learner’s ability is dynamically presented through Teaching-Learning Lesson plan. By applying the new item 
analysis in the diagnostic test of a learning level, the teaching method, which is considered learner’s ability 
and individual difference, is designed and implemented.
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1. 서론

  각 급 학교에서 수학을 가르치는 교사에게 당면하는 중요한 문제 중의 하나는 “어떻게 하면 

수학에 거부감을 가지고 있는 학생들에게 즐거운 마음으로 흥미를 가지고 수학을 학습하도록 지

도 할 수 있을까?” 라는 문제이다. 또한 이미 배운 학습내용을 보다 구체적으로 이해하기 위해서

는 그것을 반복 학습하거나 심화된 보충학습을 할 필요가 있다. 그러나 한 사람의 교수가 많은 

학생들을 대상으로 수업하는 교실에서 실시되고 있는 종래의 집단적 교수 방법으로는 개인별로 

학습 내용의 교정, 심화, 보충 등의 학습과정과 인지 과정이 실현되기가 매우 어려운 실정이다. 

따라서 이러한 경우에 다양한 교육 공학적 측면에서 컴퓨터에 내재되어 있는 처리의 고속성, 정

확성, 재생성, 용량성, 여러 가지 변인에 대응하는 다양성 및 애니메이션과 시뮬레이션 등을 이용

하면 개인차에 따라 학습자의 학습능력과 학습 진도에 알맞게 개별화 학습을 가능케 하는 교육

적 환경을 조성할 수 있다[1-2].

  현대 사회가 고도로 정보화 되어 감에 따라 교육 분야에서도 컴퓨터 보조 수업이 소개되어, 

이의 효과적인 활용 방법을 찾으려는 많은 노력이 결실을 맺어, 컴퓨터를 교육매체에 적용한 것

이 CAI(Computer Assisted Instruction)이다[1].

  일반적으로 학습은 컴퓨터 보다는 교수-학습 과정에 의해 보다 직접적으로 영향을 받게 되는 

것이고, 컴퓨터는 단지 교육에서 활용되는 도구일 뿐이다. 본 논문에서는 학습자의 눈높이에 적

합한 교수-학습 과정에 따른 학습 문제가 동적으로 제시되는 컴퓨터 보조 수업 안을 이용하여 

학습단계의 진단 평가에 새로운 문항 분석법을 적용함으로써 학습자를 능력별로 구분하여, 학습

하게 하는 개인차에 고려한 교수 전략 시스템을 구현하는데 목적이 있다.

2. 관련연구

2.1 CAI 개념과 e-Learning

  컴퓨터가 최초로 학교에 도입된 것은 1960년대 초로 그 당시 컴퓨터는 주로 관리의 효율성을 

높이기 위해서 사용되었으나 그 후 컴퓨터는 관리 기능뿐만 아니라 학습의 주제 및 수단으로 이

용하게 되었다.
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  컴퓨터를 통한 교육의 가장 보편적인 형태는 컴퓨터 보조학습(CAI:Computer Assisted 

Instruction)이라 할 수 있다. CAI란 교수 학습 과정에 있어서 컴퓨터 시스템의 적용에 의해 교수 

학습 기능이 성취되는 이른바 컴퓨터 보조 수업이란 의미의 인간-기계의 상호작용이라 할 수 있

다[3].

  CAI에 의한 교육적 특성에는 첫째, 개인의 능력에 따라 다각적으로 학습할 수 있는 개별화 교

수가 가능하다는 것이다.

  학습자의 개인차를 고려한 지도는 학습하고자 하는 의욕을 증가시키고 학습 효과를 배가 시킬 

수 있다. 둘째는, 컴퓨터와 학습자 간의 상호작용이 증대된다. 학습자가 수업 목표를 달성하려면, 

학습자와 컴퓨터 간에 정보교환이 활발하게 이루어져야만 하고, 컴퓨터와 학습자간에 대화식 수

업도 가능한 것이 e-Learning 이다.

  오늘날에는 인터넷의 발달로 언제 어디서나 학습자의 학습 수준에 맞게 개발 운영되는 

e-Learning 수업이 일반화 되고 있다[2].

2.2 CAI 교수 전략

[표 2-1] CAI 교수 유형과 특징

[Table 2-1] CAI Teaching type and Characteristic

CAI 교수 유형 특징

○반복 연습 (Drill and practice)형
정규 학습에서 숙달할 수 없는 교과내용이나 개념과 관련되는 연습 문제나 
질문 등을 컴퓨터를 이용하여, 반복적으로 제시해 정규 수업 과정을 보충 
심화시켜주는 유형

○개인 교수(Tutorial)형
학습 내용 전체를 컴퓨터만을 이용해서 독자적으로 자율 학습을 수행하는 
방식으로 교과내용에 제시된 내용이나 법칙을 학습자들이 학습하고 평가형, 
기능을 실습하는 유형

○시뮬레이션(Simulation)형
사회적, 물리적 실재에 관한 어떤 요소들이 시공간적, 경제적인 제한 때문에 
실제 조작해 볼 수 없는 상황일 때 컴퓨터로 모의 실제 속에서 실제 조건과 
유사한 경험을 얻는 방식

○교육용 게임(Learning game)형
기본적인 지식을 가지고, 일련의 기능을 수행해나가거나 얻던 개념의 숙달 
정도를 컴퓨터게임을 통해 평가받는 방식으로, 상대와 경쟁과 인지 기능의 
신장이 특징

○자료제시(Presentation)형
다른 시각적 매체와 마찬가지로 설명에 필요한 상황이나 내용을 그림, 도표
로 제시하여 쉽게 이해할 수 있도록 제시하는 학습 유형

○문제 해결(Problem solving)형
시행착오 학습의 원리 및 분기시스템 등을 이용하여 학습자가 이해하기 어
려운 교과 내용들을 계속적인 문제제시와 함께 학습자들이 제시한 문제를 
해결하면서 지식을 습득하는 유형

○질문(Question)형
학습자가 요구하는 질문에 대하여 컴퓨터에 기억된 정보를 통하여 학습자에
게 답을 제공하는 유형
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  또한, CAI에서는 학습자의 학습 진행 상황이나 성취 결과에 대한 모든 자료가 기록되고 종합화

되어 통계적으로 분석하여 그 결과를 제공함으로써 교사가 각 학습자에 대한 개별 지도가 가능한 

매우 효과적인 교수 방법이라고 할 수 있으며, 컴퓨터와 학습자간 주요기능은 [표 2-2]과 같다[5].

[그림 2-1] 컴퓨터와 학습자간의 기능

[Fig. 2-1] Computers and learners

2.3 수학과 교수 학습 모형

  수학과 교수-학습에 효과적으로 사용될 수 있는 학습 유형은 수학과 교수 학습 내용의 성격에 따

라 분류할 수도 있지만, 학습 지도 과정 측면에서 학습 유형을 비교해 보면 [표 2-2]와 같다[3][6].

[표 2-2] 학습 유형의 비교

[Table 2-2] Comparsion of learning type

유형
학자 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

가네 변별학습 개념학습 원칙학습 문제해결

블룸 사실에 관한 지식 개념에 관한 지식 원리법칙에 관한 지식 적용

정범모 － 개념학습 법치학습 이론학습 －

  본 논문에서는 이러한 수학의 본질을 기반으로, 그이 따른 효과적인 수학 교육을 위하여, 학생

들에게 학습 동기를 유발 할 수 있는 자극을 주고, 개인차에 따른 능력에 적합한 학습 문제를 

동적으로 제시하는 교수-학습 과정을 제시하고 구현하고자 한다.
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2.4 문항 분석법

  학교 현장에서 학생들의 학업성적을 평가하기 위한 도구로서 주로 시험이나 검사가 이용되고 있

다. 이와 같은 평가 도구로부터 나오는 검사 점수를 해석하기 위해서 종전까지는 고전적 검사이론

(classical test theory)이 널리 적용되어 왔다. 그러나 최근에 들어서는 고전적 검사 이론이 내포하

고 있는 여러 문제점들을 해결 하고자 문항 반응 이론(item response theory)을 활용하고 있다.

  문항 반응 이론에서는 고전 검사 이론에서처럼 검사 점수에 기초하는 것이 아니라 검사 내 각

각의 문항에 대한 피험자의 반응에 중점을 두고 있다. 즉 문항 반응 이론의 근본적인 관심은 한 

피험자가 각각의 문항에 대하여 맞았는지 또는 틀렸는지에 있는 것이다. 이런 것들을 종합해 볼 

때 문항 반응 이론은 고전적 검사 이론의 기본 개념과 상반되는 이론 이라기보다는 몇 가지 가

정을 추가하여 고전 검사 이론이 내포하는 문제점들을 해결하고자 하는 이론이다. 비록 문항 반

응 이론을 적용하는 것이 고전적 검사 이론에 비하여 많은 비용이 들고 복잡한 후리 계산을 위

한 컴퓨터의 활용이 요구되지만 문항 반응 이론은 당양한 측정 상황에서 학습자의 능력과 수준

을 비교적 정확히 측정할 수 있다.

3. 수학과 교수-학습 과정 설계

3.1 기본 방향

  수학 수업의 과정을 고려해 볼 때 새로운 내용의 학습을 위해서는 개인 교수형을 채택하고, 

그런 지식을 통하여 수학 교육의 목표인 사고 능력을 함양하기 위해서는 반복 학습형을 이용하

여 지식 이해 기능 등 모든 면에서 완성되어지는 학습을 할 수 있는 혼합형 교수 전락을 설계하

며, 기본방향은 다음과 같다[7-8].

＊학습 목표를 명확히 제시하여 학습할 내용을 정확히 인지하도록 한다.

＊선수 학습을 통하여 학생 수준에 맞게 동적으로 학습 코스가 제시된다.

＊진단 평가를 실시하여 수준에 맞는 곳으로 피드백 한다.

＊총괄 평가를 실시하여 공부한 내용을 평가하고 정리한다.

＊학습자 자신이 학습 능력에 맞게 학습 속도를 조절할 수 있다.
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3.2 베이지안 정리를 이용한 문항 분석법

  본 논문에서는 이에 대한 개선책으로 통계학의 ‘Bayesian approach’를 이용한 문항 분석법을 

도입하여 학습자의 능력과 수준을 분류하여 개별화된 능력별 학습을 도보하는데 보다 더 신뢰할 

수 있는 검사 결과를 얻을 수 있도록 하였다.

  지적인 행위를 요하는 대부분의 일은 그것들과 관련된 어느 정도의 불확실성을 가지고 있다. 

knowledge-based system에서 발생할 수 있는 uncertainty의  유형은 자료들의 문제에서 야기되

는데 예를 들면 생략되고 이용할 수 없는 자료나, 자료는 있으나 믿을 수 없고 애매모호하거나 

자료의 묘사나 설명이 정확하지 않고 일치하지 않는 것 등이다. Bayesian approach는 

uncertainty를 처리하는 가장 오래되고 가장 명확한 기술이며 이는 전형적인 확률론에 그 토대를 

두고 있다.

  본 논문에서는 유사 정답을 찾은 학습자와 그렇지 못한 학습자를 차별화하기 위해서, 나름대

로 단계별로 가중치를 부여하여 완전한 정답을 맞춘 학생과 매우 유사한 답 그리고 또한 단계적

으로 근사된 답을 제시한 학생들을 분류하여 정답을 맞춘 학생들에게는 개별화된 학습 내용을 

제시하자는 것이 주된 내용이다. 이를 위하여 Baye’s Rule을 알아보면, 수식 1과 같이 표현된다.



×
(1)

  이것을 본 연구와 관련지어 아래와 같이 수식2로 변형하였다. 여기서 들은 문항 가중치를, 

는 문제 가중치를 뜻한다.




  



×

×
(2)
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3.3 교수-학습 과정 설계

  학습 안내에서는 학습자가 올바르게 학습할 수 있도록 사용키 설명과 학습 방법 등을 제시하

고 선수 학습과 그에 대한 진단평가를 실시한다. 평가에 있어서 문제와 문항에 가중치를 부여하

고 베이스의 정리를 적용하여 보다 철저하게 개인의 수준을 판별해 낸다. 진단 평가 결과 학생

의 지식  수준에 따라 학습 내용을 상, 중, 하 세 단계로 분리하여 진행하고 그것을 학습한 후 

비로소 본 학습으로 들어 갈 수 있도록 한다[9].

  본 학습에서 학습 목표를 제시하고 선수 학습에 따른 수준을 앞서와 같은 방법으로 다시 평가

하여 수준별로 본 학습1, 본 학습2, 본 학습3 으로 나누어 학습하도록 한다. 또한 본 학습에 대

한 형성 평가를 실시한다. 이때에도 새로운 문항 분석법이 적용된다. 그리고 형성 평가 결과에 

따라 수준 이하인 경우 문항 분석에 의한 보충 학습을 하도록 하였다.

  학습이 끝나면 총괄 평가를 실시하고 문항 분석을 통하여 미진한 부분을 차후 다시 학습할 수 

있도록 안내한다.

  학습을 시작하기 전에 지적 수준을 파악하여, 수준 별 학습하기 위한 논리적인 절차는 다음 

그림과 같다.

 PROCEDURE Preceding-learning

   input: object test problems

   output: learning level

    1.  ←←  

    2.  ←

    3.  ≺ ∗∗∗       

    4.        

    5.   ≻   Tolevel learningtep level1

    6.   ≻   Tolevel

    7.  Go Tolevel

    8.  

[그림 3-1] 선수 학습 절차

[Fig. 3-1] Preceding learning procedure
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  진단 평가 문제에 대한 가중치 테이블은 [표 3-1]과 같다.

[표 3-1] 진단 평가 문제에 대한 문항의 가중치

[Table 3-1] Item weighting for diagnosis problem

문항문제 ① ② ③ ④ ⑤ 문제 난이도 (y)

1 1.0 0 0.8 0.6 0.4 1(下)

2 0.8 1.0 0 0.6 0.4 2(中)

3 0.4 0.8 1.0 0 0 3(上)

  [표 3-1]의 가중치 테이블을 자료로 하여 베이스 정리에 얻어낸 문항분석에 대한 가중치는 [표 

3-2]와 같다.

[표 3-2] 베이스 정리에 의해 구해진 문항 분석 가중치

[Table 3-2] Item analysis weighting using Bay’s theorm

문항
문제 1 2 3

① 0.35 0.57 0.42

② 0 0.70 0.84

③ 0.28 0 1.05

④ 0.21 0.42 0

⑤ 0.14 0.28 0.63

4. 실험평가

4.1 구현환경

  구현 환경은 제작도구 KAS2.0으로 운영체제는 window8.0을, PC를 사용하였으며, 구현을 위한 

설계 순서도는 [그림 4-1]과 같다.  
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[그림 4-1] 학습과정의 흐름도

[Fig. 4-1] flow of learning procedure 

  4.1.1 실험 평가

  실험은 소규모 중학교 2학년 2개 반을 실험 대상으로 선정하여, A반은 실제 수업만을, B반은 

교수-학습 프로그램을 적용하여 실험한 결과는 [표 4-1]와 같다.

[표 4-1] 평가 결과 통계표 1 (A반과 B반의 비교)

[Table 4-1] Estimate result statisical Table

비교치반 N M SD CR

A 반 40 57.6 11.5
2.4

B 반 40 63.4 10.7

 N: 인원수        M: 평균        SD: 표준편차       CR: 요율

  [표 4-1]에 나타난 바와 같이 A반과 B반의 결과를 비교해 보면 평균, 표준편차 등에서 퍽 의의 

있는 차를 보여주고 있다. 이것은 일반적이 수업보다는 제안한 교수-학습 과정안 전략을 이용한 
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학생들에게 더욱 효과적이었음을 입증해 주고 있다. 일반적인 실제 수업만을 실시한 반은 개별

화의 효율성이 다소 부족하였으며 여러 가지 정보를 처리하는데 미숙하였다. 본 프로그램을 적

용한 반은 개별화 효율이 높고, 학습동기가 우수하여 문제 해결 능력도 우수하였다.

5. 결론

  학습자는 교수에게서 배운 학습 과제를 반복 연습하고 또한 심화 보충할 필요가 있다. 그러나 

다인수 학급에서 실시되고 있는 종래의 전통적인 교수 방법으로는 학습자 개인별로 학습내용의 

교정이나 심화 또는 보충 학습과정을 실현하기가 매우 어려운 실정이다. 이러한 문제점을 해결

하기 위해서 컴퓨터에 내재되어 있는 처리의 고속성, 정확성, 재생성, 용량성, 다양성 및 애니메

이션과 시뮬레이션 등을 이용하연 개인차를 고려하여 학습자의 학습 능력에 따라 개별화 학습이 

가능한 시스템을 개발할 수가 있다. 본 연구에서는 새로운 문항 분석법을 적용하여 신뢰도 높게 

학습자의 수준을 판단하고 그 수준에 따라 학습 문제가 동적으로 제시되는 수학 교수-학습 과정

안을 이용하여 중학교 수학의 ‘부등식’단원에 대한 개인 교수 전략 시스템을 개발하고 구현하여 

학습자에 적용해 봄으로써 다음과 같은 효과를 거둘 수 있었다. 향후에는 본 연구에 맞는 문제

와 문항을 선정하는 보다 더 효과적인 방법을 연구하고 이 모형을 더욱 개선하며, 1개 단원 1차

시가 아닌 여러 단원 여러 차시를 구현하여 학습의 연계성과 학습 효과를 높이는 것이다.
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